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1. Demostrar que SO(2) es un grupo de Lie.
Tenemos que demostrar que el conjunto de matrices
50(2) = {M(a) - (Cf)sa _Sm“> . ac R}
sina  cosa
Empecemos comprobando la propiedad de clausura, es decir:

M(a)M(b) € SO(2), Va,beR

cosa —sina cosb —sinb
M(a)M(b) =
()M () (sina cosa)(sinb cosb)
~ [cosacosb—sinasinb —cosasinb —sinacosb)  fcos(a+b) —sin(a+0b)
~ \sinacosb+cosasinb —sinasinb+cosacosb/) \sin(a+0b) cos(a+b)

Donde he usado las propiedades trigonométricas
cos(a+b) =cosacosb—sinasinb, sin (a + b) = sinacosb 4 cosasinb

Quedando demostrado el postulado de clausura.
El segundo postulado que queremos demostrar es la asociatividad del producto de matrices, recordemos
que el producto de dos matrices viene dado por:

(AB)ij = Z aikbkj
k

Aplicando esto al producto de tres matrices

A(BC) = Zaik(BO)kj = Zaik <Z bklclj> = Zaikbklclj
% o ] Tl

(AB)C = (Z ailblk> Chj = @ubcr; = Y aixbricy
PN ol ol

Por lo que queda demostrada la propiedad asociativa en las matrices
Vamos ahora a comprobar que la matriz identidad forma parte del grupo SO(2). En efecto simplemente
podemos escoger a = 0 obteniendo

cosO0 —sin0 1 0
M(0) = =
(0) (sinO cos0 > (0 1)

De esta forma demostramos que la matriz identidad forma parte del grupo y que la paremetrizacién tiene
la propiedad deseada M (0) = L.



Finalmente, queremos comprobar que, para cada elemento del grupo (es decir, cada valor de a), existe
una matriz inversa que también forma parte del grupo. Para comprobar que todas las matrices de SO(2)

son invertibles vamos a calcular su determinante en funcién del parametro a:

det{M(a)} = cosa T aIma =cos?a +sin*a =1, Ya

sina cosa

Para encontrar la matriz inversa, podemos usar la formula general para matrices 222

-1
Al — ailp  ai2 _ 1 a22 —aiz
a1 a2 Al \ —a21  an

Que nos da como resultado

M(a)~! = ( cosa sina) _ (COS (—a) sin(a)> — M(—a) € SO(2)

—sina cosa sin(—a) cos(—a)

Aunque Javier no lo pida para este ejercicio, vamos a ampliar un poco mas y calcular el generador del

grupo, usando la férmula dada por Javier podemos calcularlo como

_ [ —sina —cosa (0 -1
a:O_ cosa —sina a:O_ 1 0

Y las congruencias vendran dadas por las ecuaciones

_ dM (a)

B
da

dz dy
— =z

da 7 da

Derivando la primera ecuacién y sustituyendo la segunda obtenemos

d%x .
a2 = —x=—x=Acosa-+ Bsina
Por lo que nos queda
dx
y=—— = Asina — Bcosa
da

Sustituyendo las condiciones iniciales

T = xpcosa — Yosina

= A, =-B=— .
0 o { Y = TSI a + Yo COS a

Estas dos ecuaciones se pueden juntar como

2?4y’ = x% + yg = const.

Por lo tanto, las congruencias seran circulos centrados en el origen y de radio \/z2 + y3.



